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|. NUMERE REALE

A. Patrate perfecte
Ridicina patrati a patratului unui numir natural
Estimarea radacinii patrate dintr-un numar
rational. Algoritmul extragerii radacinii patrate

numir n care se poate scrie ca puterea a doua a unui numir natural a, adicd

2
n=a .

Cateva proprietiti ale patratelor perfecte

P1. Doud numere naturale sunt diferite daci pitratele lor sunt numere
diferite.
; . 2 12 A1 a2 2 g e
P2. Sirul 0%, 1%, 2% 3% ..,n’, ...sc numeste sirul pitratclor perfecte.
Deoarece sirul numerclor naturale este infinit, sirul pitratelor perfecte cste
) § I I
infinit.

P3. Intre doud pitrate perfecte consecutive nu se mai afli un pitrat
perfect.

P4. Singurele pitrate perfecte exprimate prin numere naturale consecu-
tive sunt 0 si 1.

P5. Intre pitratele perfecte n® i (n+1)2 sc gisesc 2n numere naturale
care nu sunt patrate perfecte.

P6. Orice pitrat perfect are un numir impar de divizori, deci niciun
numir natural care are un numir par de divizori nu este pitrat perfect.

P7. Orice pitrat perfect are ca ultima cifrd una dintre cifrele 0, 1, 4, 5, 6,

9, deci pitratele perfecte nu sc termina cu cifrele 2, 3, 7, 8.
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Cum demonstrim ci un numir natural nu este pdtrat perfect?
LExemply. Aritati ci numirul 3 nu este pitrat perfect.
Rezolvare

Folosim metoda reducerii la absurd. Presupunem ci 3 este pitrat
perfect. Inseamni ci existi un numir rational B, p,qe#, q#0, (p, q) =1,
q

[ \2 2
astfelincﬁtIB' :3<:$p—:3<:> 1=3 2.(1)
| 2 P q
g q

Dar cum p i q sunt prime intre ele = p*: 3, adica p: 3, inseamni ci
a 2
existd un numdr intreg m astfel incit p=23m. Inlocuind in (1) (3m) = 3q2 &>
2 2 2 , :
< 9Im®=3q"|:3=3m” =q°, darsi (m, q):l—_vq : 3.
Amgisitci p:3siqi3= (p, q) =3, dar (p, q) =1= contradictie.
Inscamni ci presupuncrea ficuti nu este adeviratd, adici 3 nu este
pitrat perfect.
“* Definitie
* Un numdr natural n cu proprictatea n’ =a se numeste rdddcina patratd a

numirului a si se noteazi n = +/a.

< Definitie

_— . . . L e
. * Daci n este rational, numarul }n’ s¢ numeste raddcina patratd a numirului

v 2 . g
a, dacd a=n" siscriem +/a :fn[.

& Exemple

a) Numirul natural 9 are proprictatea ci 92 =81 si V81 =492 =9,

b) Numirul ’—10’ are proprictatea ci 1/‘—10)2 :]—]O{ =10.

12



(7Y (7Y 49
neailsi edrtt, pentrucd | — | =—-.
8 \8) 64

d) 0,16 =4/(0,4)" = 0,4, pentru ci 0,4> =0,16.

1. Calculul ridécinii patrate dintr-un numdr natural patrat perfect

Pentru a gisi radicina pitrati a unui numdr pitrat perfect putem
proceda astfel:

1. Descompunem numirul in factori primi si apoi scriem numdrul ca
putere cu exponentul 2.

* LExemplu
Calculati: a) v196; b) v/225; <) V236.

Rezolvare
196}2
2) %812 e 196 =27 =(2-7)" siavem Y196 14
49 | 7% \’ ‘ |
1
22515
4518 e g S\ 5 =15
b) g 32,adlca 225=3%.5"=(3-5)" siavem 225 =15.
1
256 | 2
128 | 2 2
Q) g | ger adick 256=2°=(2") siavem V256 =2° =16,
1

2. Folosim algoritmul extragerii riddcinii patrate.

® LExemplu
Calculati: a) ¥196; b) V961; c) v1296.
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Rezolvare
Obligatoriu parcurgem urmitoarele etape:
1. Despirtim numirul in grupe de cite douid cifre, numirind de la

dreapta la stinga, ultima grupi putind avea o singuri cifri.

Avem: a) V/196.

. Cdutim numdrul al Ty . = o
2.C Numirul cautat este 1 si se agazi in dreapta sus.

cirul patrat este 1. 1l ridicim pe 1 la pitrat si-1 asezim sub prima
. /T‘% 1 grupi din stanga si le scidem. Obtinem restul 0,
1 insemnat cu ,,=*
3. 198 1 Langi restul obtinut coborim urmitoarea grupi.
k3 2 Dublim prima cifri a ridicinii si rezultatul il
=96 .
scriem sub 1.
4, 19 |14 Impirtim prima cifri a restului, numit rest
1 24-4=96 partial, adici 9 impirtit cu 2 si obtinem citul 4
=96 " G e e . -
6 pe care il agezim langd 2 si numirul obtinut il
inmultim cu 4 (adici 24-4=96).

Scadem din restul partial 96 si obtinem zcro.
Numirul 4 gisit il trecem sus langi 1 si
obtinem 14, adici V196 =14,

Verificare: 14° =196  Spunem ci ridicina pitratd din 196 este 14.
Despirtim numirul in grupe de doui cifre, de

b) ./az3
961 la dreapta la stdnga.

Cautim un cel mai mare numir natural al cirui

NER 4 patrat sd fie 9 sau mai mic decat el. Gisim

< 2 < . ;
) 3" =9. Facem sciderea si obtinem zero,

A €«
Insemnat cu ,,=“.

14



b

Verificare:

<) V1296

wio B
>
[@)N

Verificare:

3
6
31
61-1=61
312 =961
3
36
66 - 6 =396
36> =1296

Coboram urmitoarea grupd.

Dublim prima cifri a rddacinii, adic pe 3 si il
scriem pe 6 sub 3.

Impértim prima cifrd a restului partial la dublul
primei cifre, adicd 6:6 =1.

Pe 1 il scriem langi 6 si obtinem numdrul 61 pe
care il inmultim cu 1. Rezultatul 61 il scidem
din restul partial si obtinem restul zero.

Pe 1 il scriem lang 3 si am obtinut cd v961 =31.

Despirtim numdrul in grupe de cite douid
cifre, de la dreapta la stinga.

Ciautim un cel mai mare numir natural al
carui patrat si nu-1 depiseascd pe 12. El este 3
pe care il scriem in dreapta sus. Gisim 3* =9,
Scidem 9 din 12 i obtinem 3.

Langi restul 3 cobordm urmitoarca grupa si
obtinem 396.

Dublim prima cifrd a rddécinii, adicd pe 3.
.Impérgim numirul format din primele doud
cifre ale restului partial cu 6, adicd 39:6 sise
obtine catul 6. Catul 6 il scriem langa dublul
lui 3, adicd langi 6 si obtinem 66 care sc
tnmulteste cu 6. Produsul se scade din restul
partial si obtinem restul zero.

Langi prima cifrd a ridacinii 3 il scriem pe 6 si

am gdsit 1296 = 36.



# Observatia 1. Parcurgind corect etapele in procedeul de extragere a
ridicinii patrate sigur ajungem la un numir al cirui pitrat este numirul de sub
radical.

B Observatia 2. In cazul in care dupi prima etapi gdsim mai multe
grupe, langd restul obtinut cu a doua grupi din stinga, coborim urmitoarca
grupi si proceddm la fel. Jatd un exemplu. Si calculim +/17073424.
Despartim numdrul in grupe de cite doud
cifre si obtinem patru grupe.

Cautdm numirul natural al cirui patrat este
17 sau mai mic decat 17. El este 4.

Tinand cont de modul de scriere din exem-

\/ 17073424 |4132 plele anterioare avem scrierea din stinga.
16 81-1-381 Coboram urmitoarea grupi 07 line3 restul 1
0 893 . 3 = 2400 obordm urmitoarea grupd 07 langi restul 1.
81 8262 -2 = 16524 Dublim ridicina gisiti.
2634 Langid 8 puncm catul impartirii lui 10 cu 8,
2469 s 1
16504 adici 1.
16524 Calculdim 81-1=81 pe care il scidem din

restul partial 107.
Pe 11l scriem langi 4 si obtinem 41, adica
primele doud cifre ale ridicinii.
Continudm, langi restul partial coborind urmitoarca grupi, adici pe
34. Dublim numirul format din primele doui cifre, adici pe 41. Impirtim pe
26 1a 8 si obtinem catul 3. Pe 823 il inmultim cu 3 si produsul il scidem din
restul partial. Pe 3 il scriem sus la ridicini fiind a treia cifrd a ridicinii.
Coboram ultima’grupa langa restul partial si dublim pe 413. Deoarece
16:8=2, langd 826 il punem pe 2 si inmultim 8262 cu 2 si trcbuie s se

incheie algoritmul.
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Am obtinut J17073424 = 4132.
Verificare: 41327 =17073424
2. Extragerea radicinii patrate dintr-un numir rational scris sub forma

de fractie zecimald
Pentru a extrage ridicina patratd dintr-un numar rational scris sub

forma de fractie zecimald parcurgem aceleasi etape ca la extragerea ridicinii
patrate dintr-un numir natural pitrat perfect. Dar, avem o singurd modificare,
in ctapa I se desparte numirul in grupe de cate doui cifre de la virguld spre
stanga si spre dreapta. Dacd In partea dreapti o grupd (ultima din dreapta) are

o singuri cifrd, o completam cu o cifrd de zero.

* Exemplu:

Si se efectueze urmitoarcle extrageri: a) 1/1253,16; b) 4/7,5625.

Rezolvare

Despirtim numdrul in grupe de cate doud cifre de

a)  J1253,16 il .
1a vireuld spre stinga si spre dreapta.
& L ga s1 sy )

RN Acum parcurgem celelalte ctape.

Ciutim prima cifri a radacinii.

)_—-\
[\
(9%}
[N
o
(9
i jt
o
(U3

O
jop

353 704 - 4 Patratul numarului 3 indeplineste conditia si fie
%%—16 mai mic decat prima grupd 12.
2;1 6 Scadem din 12 pitratul lui 3 si obtinem restul 3

s langi care cobordm grupa urmatoarc.

Dublam prima cifrd a ridacinil. Catul impartirii lui 35 cu 6 este 5. I
punem pe 5 1angd 6 si inmultim pe 65 cu 5.

Pe 5 il trecem sus langa 3 si punem apoi virgula, pentru ca am terminat
cu grupele din partea intreagd.

11 dublam pe 35. Langd 35 o s scriem catul impartirii lui 28 cu 7, adici 4
si continudnd obtinem ¢ 1253,16 = 35,4.

Verificarea: 35,4 =1253,16

17



b)

7E Parcurgcm ctapele de mai sus.
S ORAC

48-8=387  Prima cifid este 2. Dupi 2, prima cifr,

& N)
:

4 (772329 unem virgula

329 [545.5-2735 P B

=2725 Coborim urmitoarea grupd. 35:4 ne di
2725

catul 8.

Dar continuind constatim ci 48.8 =384 > 356 si de aceea citul il
micsordm cu o unitate, adici va i 7. Tiem cu o linic oblics rindul care nu
ne-a convenit si avem 47-7 =329. Cand dublim nu tinem cont de virgul,
deci 27-2=54. 27:5 di citul 5 si gdsim ci /7,5625 =2, 75.

@ Observatic. In cazul in care numirul rational este reprezentat sub
formi de fractic ordinari putem extrage ridicina pitratd numai daci termenii

fractiei (dupd o eventuald simplificare) sunt patrate perfecte.

)
* Exemplu: a) 16¢ \/137 (13 1—3—
V196 V142 14 / 14’
1875 . . . : -
b) l.a T constatdim ci fractia de sub radical nu mai poate fi scrisd

direct cu pitrate, 147 fiind terminat in 7 nu este patrat perfect. Deoarcce

I+8+7+5=21:3 i 1+4+7=1213, fractia se simplifici cu 3 si avem
/1873 625 |25* 25
\/49 V77

PROBLEME REZOLVATE

1. Completati tabelul.

I
1{0,71
2 | |

|

e

X

1 2(3)

23
4

I 1,3 ,I 2,(3)

| |

? ! |
| r

|
|
|
|
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Rezolfuare

| ! | |

% | = 0,7\?_ ‘1,3‘23\2,(3)\1,2(3)‘3, \231521

! 2 ‘I 7 , . | | l |

;1 L 0,49l_9_ 1691 21| ¥ }299_112,25 . l 54‘
x 4 | 49 %6 | 9 | 900 | el

2. Descompuneti urmitoarele numere in factori primi si recunoasteti
care sunt pitrate perfecte:

a) 72; b) 144; ¢) 1250; d) 13°-13; ¢) 2. §) 75.27; g) 10" h) 100°,

Rezolvare

a) 72=2°-3% nu este pitrat perfect.

b) 144=2°-3"= (22 ")? este pitrat perfect.

¢) 1250 =2-5° nu este pitrat perfect.

d) 13° = (132 )2 este pitrat perfect.

¢) 2% =279 =(2% )2 este pitrat perfect.

f75.27=3.52.3=3".5"= (37' '5)2 este pitrat perfect.

g) 107 =(10° )2 este pitrat perfect.

. 5 s 572 .
h) 100° = (2’ -5%) :[(Z'S)ZJ =£(2-5) 1; este pitrat perfect.

3. Gisiti care dintre urmitoarele numere sunt patrate perfecte:
a) 625, 312, 1024, 1007, 9801, 1443, 1444, 732, 784;

1

b 126, 42, 3%, (5°), 77, 16', 27"

c) ]31“ g8: 4 413 141 714:*2’ 93::+1, 23247*6 17° 2(n+1) 29:f-:2.

Rezolvare
a) 625= 25 este pitrat perfect.

312 =2°-3-13 nu este pitrat perfect.

1024=2"= (25) este pitrat perfect.
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1007 nu este patrat perfect (niciun pitrat perfect nu se termini in 7).
9801=3" 11" = (32 -]1)2 este pdtrat perfect.
37" =1369 <1443 <1444 = 38% cste cuprins iIntre doud pitrate de

numerc naturale consecutive, deci nu este pdtrat perfect.
1444 = 38" este pitrat perfect.
732=2%-3-61 nu este patrat perfect.
784=2".7" = (2 7) =287 este pitrat perfect.
b) 12° = (123)2 este pitrat perfect.
=4™ = (46)7 este pdtrat perfect.
(36 )2 este pdtrat perfect.
(54 )3 =5 (56) este pitrat perfect.
7';'.8 = 7 (72 )2 este pitrat perfect.
)w 27 =P e (2"’)2 cste pitrat perfect.
7 = (33)3 =3" nu este pitrat perfect.
¢ 13 =13 = (137“ )2 este patrat perfect.
5t = gen) [5“"‘2]2 este pdtrat perfect.
4 (22 )13:-: = (23‘""’: )2 este pdtrat perfect.
1774272 = 172050 (177““_‘ )2 este pitrat perfect.
93+ = (3‘7‘)3:*: = (33:"’: )2 este pdtrat perfect.
338 gt o (2312"“3 )2 este pdtrat perfect.
1771 n(n+1) este produs de doui numere naturale consecutive si
deci este numir par, adici n(n+1)=2k, keN= 1779 217% :(17k )2
este pdtrat perfect.

2977 =29° ggte patrat perfect pentru ¢ n(n+1) este par.
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4. Aritati cd urmitoarele numere sunt patrate perfecte:
a) a=(1+2+3+..+1000)-2+1001;

b) b=(2019+2018+2017 +...+3+2+1)-2+2020;
0) c=1+3+5+...+2019

d) d=(1+2+3+..+n) 2+n+1, neN

Rezolvare

. a:199%199324001:1000-1001—1001:1001(1000+1):

=1001?, deci este pitrat perfect.

b) b:(1+2+3f...~2019)-zfzozo:393%2239-2+2020:

—2019-2020+2020 = 2020(2019+1) = 2020* este pitrat perfect.

/2019*1\‘ (29%(—)—}7 =1010% Se stie ci
\ 2 J ‘\ 2 B 7

(2n+1+1\{Z :(n+1)2
L2 )

Q) c=1+3+5+..+2019=

143+5+..+(2n+1)=

n(n+1)

d)d:(1+2+3+...+n)-2+n+1: 2+n+1=n(n+1)+

H(n+1)=(n+1)(n+1) = (n+1)".
5. Calculati riddcina patratd descompunind numerele in factori primi:
a) v900; b) 1/1024; ¢) V1600; d) +2025;
e) v7056; f) N7744; g) V9604; h) +2304.

Rezolvare

a) 900=2%-3"-5" =+/900 = 22.3%.52 =2.3-5=30;

b) 1024 =21 =(2°)" = /1024 = (2 ) =30
¢) 1600 = (23 5) = V1600 = /(2°+5) =2°-5=4
d) 2025 =3 2025 =4/(37-5)" =45;
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